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摘要:针对电容层析成像(ECT)逆问题的欠定性,提出了一种基于曲波变换的图像稀疏重构算法。
首先,采用曲波变换基作为稀疏基,从多尺度对模拟介质分布图像进行稀疏表示,提高了ECT灰度值

向量的稀疏度;其次,应用迭代软阈值算法对曲波系数进行稀疏重构,同时使用奇异值分解算法计算

最优灵敏度广义逆矩阵;最后,搭建ECT测量平台,通过静态实验重构5种典型实际流型,验证所提

算法的有效性。实验结果表明:所提算法可有效抑制伪影,重构图像边界清晰,同时在图像相关系数、
相对图像误差上均优于传统重构算法,比Landweber迭代算法相关系数提高约37.9%,相对误差减小

约17.6%;基于稀疏重构的后处理图像可用于截面含水率的测量,含水率平均误差低于10%,最低为

4.32%。该方法有效提高了ECT重构图像质量,能够满足天然气精准开采的工业需求。
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Two-PhaseFlowWaterFractionMeasurementUsingCurveletTransform
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Abstract:Toaddresstheill-posednatureoftheinverseprobleminelectricalcapacitance
tomography(ECT),thisstudyintroducesasparsereconstructionalgorithmbasedonthecurvelet
transform.Firstly,thecurvelettransformisappliedasthesparsebasistodecomposebinary
imagesofidealmediumdistributionacrossmultiplescalesandangles.Thisapproachimproves
thesparsityofECTgrayscalevaluevectors.Subsequently,theiterativethresholdingshrinkage
algorithmisemployedforthesparsereconstructionofcurveletcoefficients,andtheoptimal
sensitivitypseudo-inversematrixiscalculatedusingthesingularvaluedecompositionalgorithm.
Finally,anECTmeasurementplatformisestablished,andfivetypicalrealmediumphantomsare
reconstructedthroughthestaticexperimenttoconfirm theeffectivenessoftheproposed
algorithm.Experimentalresultsdemonstratethatthealgorithmproposedinthispapereffectively
suppressesartifactsandprovidesclearlyboundariesinreconstructedimages.Meanwhile,it
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outperformstraditionalreconstructionalgorithmsintermsofimagecorrelationcoefficientand
imagerelativeerror.Specifically,comparedtotheLandweberiterationalgorithm,theproposed
algorithmshowsanincreaseofapproximately37.9% inimagecorrelationcoefficientanda
reductionofapproximately17.6%inrelativeerror.Post-processedimagescanbeutilizedfor
waterfractionmeasurement,withanaveragerelativeerrorbelow10%,potentiallyaslowas
4.32%.Thealgorithmintroducedinthispapereffectivelyenhancesthequalityofreconstructed
imagesinECT,meetingtheindustrialrequirementsforprecisenaturalgasextraction.
Keywords:electricalcapacitancetomography;curvelettransform;two-phaseflow;sparse

reconstructionalgorithm

  电容层析成像(ECT)技术使用电容传感器,对
被测敏感场内的介质分布进行成像,实现了管道内

流体的无损可视化监测。ECT在我国石油、天然气

输送中得到了广泛应用,其图像重构质量直接影响

工业生产效率[1-3]。然而,采用该技术仍然存在一系

列问题,其中ECT的欠定性是制约重构质量的关键

因素[4],主要表现在待重构像素数远大于传感器独

立测量值的数目,导致数值解不唯一,难以准确测量

两相流参数[5]。因此,缓解ECT的欠定性对于改善

图像质量、提高生产效率具有重要的意义[6-8]。
为解决ECT欠定性的问题,传统的物理层方法

集中在提高传感器的独立测量数[9-10]。然而,简单

地增加传感器电极数会显著降低ECT测量系统的

信噪比[11]。面向保持原有独立电极数的需求,基于

旋转电极思想的解决方法包括组合电极[12]和机械

旋转电极[13]策略。其中,组合电极通过控制基础电

极的电气连接从而改变组合电极的起始位置,使传感

器实现电气旋转;机械旋转电极则采用伺服驱动装置

使传感器产生物理旋转。这些方法不可避免地增加

了硬件系统的复杂度,对控制电路和传感器加工工艺

提出了更高的要求,从而降低了可实践性。
为了克服上述缺点,有学者从算法角度入手,研

究基于压缩感知的ECT图像稀疏重构[14-16],该理论

旨在通过稀疏采样的样本准确重构原始信号。Wu
等[17]使用离散余弦变换基,通过正交匹配追踪算法

对8电极ECT系统进行图像重构。在稀疏基的选

择方面,刘昭麟对比了4种典型稀疏基的稀疏度,最
终选择离散余弦变换基进行重构[18]。Ye等[19]提出

了一种新颖的稀疏表达方法,该方法以基本几何形

状作为稀疏基,将真实介质分布图像近似表示为基

本形状的线性组合,并对线性系数进行重构。综上

所述,合适的稀疏表示是ECT稀疏重构的关键因

素。然而,对于流型复杂、重构像素数较大的情况,
传统稀疏基在ECT图像上的稀疏度并不理想[18]。

因此,若能提出新的稀疏基来实现更好的稀疏表示

效果,对ECT图像稀疏重构具有重要意义。曲波变

换是一种多尺度、多方向性的函数分析方法,由于具

有高效、精准地表达光滑奇异值曲线的目标函数的

优点,在信号处理和图像重构领域获得了广泛的应

用[20-22],为本文的工作提供了实现方案。
本文提出了一种基于离散曲波变换和迭代软阈

值算法的ECT图像稀疏重构算法(DCT-IST)。首

先,引入曲波变换基作为稀疏基,从不同尺度提取图

像特征,提高了ECT图像的稀疏性;其次,采用迭代

软阈值算法求解基于曲波算子的稀疏重构问题,针
对算法中出现的灵敏度广义逆矩阵,对比了不同算

法的逼近效果,提高了算法精度;最后,以实际流型

为研究对象,通过静态实验和对比分析验证了所提

算法的有效性。

1 基于曲波变换的图像重构原理

1.1 压缩感知原理

压缩感知是一种广泛应用的信号处理技术,用
于重构稀疏或可压缩的信号。它利用信号稀疏的特

性,以低于奈奎斯特采样频率的方式,从较少的测量

值中还原出原始信号,该方法可以描述为

y=Φx (1)
式中:xN×1为原始信号;ΦM×N为观测矩阵;yM×1为观

测向量。若y的维度远小于x(即 M≪N),此时式

(1)为欠定方程,通常有无穷多组解。
若原信号xN×1在某一正交基矩阵ΨN×N 上的投

影sN×1是稀疏的,即s中只存在有限个非0值,s称

为x 在Ψ 上的稀疏系数。此时,式(1)可改写为

y=Φx=ΦΨs􀰛As (2)
式中:AM×N为传感矩阵。

通过求解稀疏系数矩阵s,可以通过下式得到

原信号x,从而完成信号恢复

x=Ψs (3)
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若信号具有稀疏性,可以通过l1 范数最小化问题近

乎完美地求解出稀疏信号s
min‖s‖1
s.t.‖As-y‖2 ≤ε (4)

  对于ECT系统,式(1)中变量对应关系为

y=z
Φ =S
x=g

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5)

式中:z为电容值向量;S为灵敏度矩阵;g为理想灰

度值向量。

1.2 曲波变换

将曲 波 变 换 应 用 于 ECT 图 像 稀 疏 重 构。

Candes和Donoho于1999年提出了第一代曲波变

换,它在信号的所有可能的尺度上进行分解,是一种

多尺度基波变换。第一代曲波变换可以清晰表达图

像边缘,但存在参数多、计算量大、数据冗余等缺点。

Candes等提出了第二代曲波变换,使得实现过程更

加简单、快速[23]。本文采用第二代曲波变换。
函数f的连续曲波变换可以通过与曲波基函

数的内积计算得出,曲波变换可表示为

c(j,l,k)= <f,φj,l,k> (6)
式中:φj,l,k表示曲波基函数,j、l、k分别表示曲波基

函数的尺度、方向和位置参量。
曲波基函数采用频域内的窗函数Uj 表示,Uj

是由角度窗函数V(t)和径向窗函数W(r)限制的楔

形区域

∑
∞

l=-∞
V2(t-l)=1, t∈ -12

,1
2  (7)

∑
∞

j=-∞
W2(2jr)=1, r∈ 3

4
,3
2  (8)

频域上的窗函数为

Uj(r,θ)=2-3j/4W(2-jr)V 2j/2θ
2π  (9)

式中:j/2 表 示j/2的 整 数 部 分。令φ̂j(ω)=
Uj(ω),对φ̂j(ω)作等间隔旋转和位移即可得到2-j尺
度上的所有曲波。等距旋转角度θl 与位移参数k为

θl =2π2-j/2l (10)

k= (k1,k2),k∈Z2 (11)
在尺度2-j、方向θl、平移参数(k1,k2)处的曲波变换为

φj,l,k(x)=φj(Rθl
(x-x(j,l)

k ))

x(j,l)
k =R-1

θl
(2-jk1,2-j/2k2) (12)

式中:Rθl
由θl 旋转计算得到,计算式如下

Rθl =
cosθ sinθ
-sinθ cosθ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (13)

连续曲波变换可进一步写为

c(j,l,k)=∫R2
f(x)φj,l,k(x)dx (14)

式中:(·)表示(·)的共轭复数。其离散形式为

c(j,l,k)= ∑
0≤t1,t2<n

ft1,t2  φD
j,l,k t1,t2  

(15)
式中:φD

j,l,k表示数字曲波波形。离散曲波变换的实

现方法主要包括USFFT算法和 Wrapping算法,其
中 Wrapping算法具有计算量小、精度高的优点,本
文采用 Wrapping算法。

1.3 迭代阈值算法

为了从曲波系数中重构出原来的信号,压缩感

知需要求解l1 范数正则化问题。迭代阈值算法是

一种广泛使用的信号重构算法,本文选用迭代软阈

值算法进行稀疏重构,与硬阈值方法相比,该方法被

证明具有更好的稀疏性[24]。应用于ECT问题时,
其迭代格式为

ui+1 =Tλ ui+AT(z-Aui)  (16)

式中:ui 为迭代i次的曲波系数;Tλ 表示阈值为λ的

软阈值算子,表达式为

Tλ(x)=sgnxmax(0,x - λ ) (17)

  迭代格式的关键在于如何定义传感矩阵的逆矩

阵AT,由ECT系统变量对应关系可知,其表达式为

AT =CS+ (18)

式中:C表示曲波算子;S+ 为灵敏度矩阵的广义逆

形式,即逆矩阵AT 表示对灵敏度广义逆矩阵与某一

向量的乘积作曲波变换。
综上所述,图1总结了基于曲波变换和迭代阈

值算法的ECT图像稀疏重构流程。首先,对ECT
图像进行曲波变换,得到各尺度上的曲波系数;根据

实际情况和要求,设计迭代软阈值算法进行曲波系

数处理;最后,对处理后的曲波系数经过曲波反变换

得到重构图像,完成ECT图像稀疏重构。

2 结果与讨论

2.1 ECT二值图曲波分解结果

ECT传感器的结构主要包括贴片电极、绝缘管

道以及屏蔽罩,电极均匀分布在被测管道的周围。
图2为本文采用的12电极ECT传感器示意图。在

Comsol有限元软件中建立传感器数值模型进行仿

真分析,得到4种典型介质分布的二值化图形如图

3所示,二值图尺寸大小为63像素×63像素。
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图1 基于DCT-IST的稀疏重构流程图

Fig.1SchematicofsparsereconstructionbasedonDCT-IST

(a)传感器横截面

(b)传感器主视图

图2 12电极ECT传感器示意图

Fig.2 Modelof12-electrodeECTsensor

(a)中心流

 
(b)层流

(c)环状流

 
(d)三心流

图3 模拟介质分布二值图

Fig.3Binaryimagesofsimulateddistribution

对ECT二值图进行曲波分解,曲波变换将图像

分解为不同尺度层,分别表示图像不同频率的信息,
图像的曲波系数由各层系数矩阵构成。ECT二值

图的曲波系数构成见表1,根据曲波变换理论,将尺

度参数设为3,角度参数设为16。
表1 ECT二值图曲波系数构成

Table1CurveletcoefficientsforECTbinaryimages

尺度层次 系数矩阵尺寸 维度

尺度1 21×21 441

尺度2 18×22,22×18 6336

尺度3 63×63 3969

以中心流为例,图4展示了图像分解结果。尺

度1由21×21的低频系数矩阵构成,图4(a)为尺

度1曲波系数通过曲波逆变换得到的重构图像,包
含原图像的轮廓信息;尺度2由中频系数组成,图4
(b)为尺度2曲波系数的重构图像,包含了不同角度

w 下的细节信息;尺度3由大小为63×63的高频系

数组成,图4(c)包含了图像的边缘信息。
为了验证模拟介质分布在曲波基上的稀疏性,

对曲波系数矩阵的元素作阈值处理,根据工程经验,
将矩阵中小于该矩阵最大元素0.2倍的元素置0,
统计全部非0值作为稀疏度。表2给出了模拟介质

分布在不同稀疏基上的稀疏度,包括本文采用的曲

波变换基和离散余弦变换基及其改进形式[25]。如

表2所示,针对各种介质分布,本文提出的方法具有

最小的稀疏度,具体而言,曲波变换基稀疏度平均值

为75,对于层流,曲波基稀疏度最小为46。这是由

于曲波变换在捕捉图像曲线和边缘上具有优异的性

能,即信号在曲波域的表示更紧凑。由此可见,本文

提出的方法能够有效地对灰度向量进行稀疏表示,
从而缓解ECT逆问题的欠定性。
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(a)尺度1 (b)尺度2 (c)尺度3
图4 模拟中心流曲波分解结果

 Fig.4Curvelettransformresultsofsimulatedcenter
flowphantom

表2 不同稀疏基类型的模拟分布稀疏度

Table2 Sparsityofsimulateddistribution withdifferent
sparsematrices

稀疏基
稀疏度

中心流 环状流 层流 三心流

离散余弦变换基 886 687 2731 3035
改进余弦变换基 139 135 156 135

曲波变换基 60 139 46 53

2.2 灵敏度广义逆矩阵逼近结果

如前所述,迭代软阈值算法中需要计算灵敏度矩

阵的广义逆矩阵,为了选取逼近效果最好的灵敏度广

义逆矩阵,提高重构质量,对4种广义逆矩阵的求解

方法进行对比,包括局部二值模式(LBP)、Tikhonov
正则化、Landweber方法和奇异值分解(SVD)方法。
对比标准为广义逆相对误差ε,定义式如下

ε= ‖STS-I‖F

‖I‖F
(19)

式中:‖·‖F 表示矩阵的 Frobenius范数。ε越

小,广义逆矩阵逼近效果越好。
图5展示了灵敏度矩阵S66×3064与通过4种不同

方法计算得到的广义逆矩阵Sg
3064×66 相乘后的矩阵

元素可视化结果。乘积结果是否接近于单位矩阵

I66,即对角线元素接近1而非对角线元素接近0,以
此反映逼近效果优劣。由图5可知,LBP方法对角

线上的元素缺失最多,近似效果最差;Landweber和

Tikhonov正则化方法对角线元素分布大致相同,但
均差于SVD方法对应矩阵,说明SVD方法逼近效

果最好。这是由于LBP和Landweber方法本质上

都是利用灵敏度矩阵的转置去逼近逆矩阵,精度较

低,而Tikhonov正则化又依赖于正则化参数的选

取。同时,表3给出了4种算法的相对误差的对比,
从表3中可以看出,SVD方法的相对误差最小,为
0.3257。综上所述,本文选取SVD方法得出的灵

敏度广义逆矩阵进行迭代计算。

(a)LBP
 

(b)Tikhonov

(c)Landweber
 

(d)SVD
图5 不同算法的广义逆矩阵逼近效果

Fig.5Approximationeffectsofgeneralizedinversematrixusingdifferentalgorithms
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表3 不同算法的相对误差的对比

Table3Comparisonofrelativeerrorsfordifferentalgorithms

算法 广义逆表达式 广义逆相对误差ε

LBP S+=ST 1.471×109

Tikhonov S+= (STS+μI)-1ST 0.4709

Landweber
S+
0 =ST

S+
k+1 =S+

k(2I-SS+
k) 0.5811

SVD S+=VΣ-1UT 0.3257

 注:μ为正则化参数;S+k 为Landweber算法中迭代k次的灵敏度

广义逆矩阵。V、Σ、U 均为奇异值分解后得到的矩阵。

2.3 静态实验结果

ECT实验系统如图6所示,该系统由12电极

ECT传感器、测量及采集电路和上位机组成。测量

电路采用本课题组研发的微小电容测量电路,可以

满足本次实验测量要求。

图6 ECT实验系统

Fig.6ExperimentalsetupsofECT

图7为实际介质分布示意图,可见分布1~3
为棒状流,分布4、5分别为环状流及偏心流。实

验所使用的介质为空气和水,介电常数分别为1
和81。对于棒状流,背景介质为空气,介质棒采用

装满纯净水的亚克力管,亚克力管内径为10.5mm,
外径为12mm;对于环状流和偏心流,在传感器中

放置空的亚克力管,在传感器和管外壁之间注水

模拟流型分布,空管外径分别为36mm(分布4)和

32mm(分布5)。

图7 实际介质分布示意图

Fig.7Imagesofrealmediumdistribution

实际分布的电容测量值波形如图8所示。对于

12电极传感器,采用单电极激励时,共有66个独立

测量值,其中峰值点代表相邻电极对的电容值,可见

实测波形符合理论规律。同2.1节,对实测数据进

行曲波分解,图9以分布4为例,展示了曲波分解结

果。为了对比实测数据与模拟分布分解结果,表4
给出了实测数据在曲波基上的稀疏度。可见,曲波

变换基在模拟分布和实测数据上均具有较小的稀疏

度,证明了所用方法的合理性。

图8 实际分布电容测量值波形

Fig.8Capacitancevaluesofrealmediumdistribution

(a)尺度1 (b)尺度2 (c)尺度3

图9 分布4曲波分解结果

Fig.9Curvelettransformresultsofdistribution4

表4 不同稀疏基类型的实际分布稀疏度

Table4 Sparsityofrealdistributionwithdifferentsparse

matrices

稀疏基
稀疏度

分布1 分布2 分布3 分布4 分布5
离散余弦变换基 798 887 1925 753 852
改进余弦变换基 142 153 147 165 144

曲波变换基 53 59 63 113 109

图10为5种实际介质分布采用不同算法的重

构 图 像,包 括 Landweber 迭 代 算 法 (LIA)、

Tikhonov正则化算法及本文提出的基于离散曲波

变换和迭代阈值收缩的稀疏重构算法。重构图像对

应的两个评价指标见表5,包括图像相关系数(设为
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rimg)和相对图像误差(设为eimg),定义式如下

rimg =
∑
M

i=1

(g'i-􀭵g')(gi-􀭵g)

∑
M

i=1

(g'i-􀭵g')2∑
M

i=1

(gi-􀭵g)2
(20)

eimg = ∑
M

i=1

(g'i-gi)2 ∑
M

i=1
g2i (21)

式中:M 为总像素数;gi 和g'i 分别表示真实介质分

布图像和重构图像中第i个像素点的灰度值;􀭺g、􀭺g'
分别表示真实介质分布图像和重构图像中第i个像

素点的灰度值的平均值。

图10 静态实验图像重构结果

Fig.10Resultsofreconstructedimagesinstaticexperiment

由图10可以看出,对于棒状流,Landweber迭

代算法和Tikhonov正则化算法可以还原介质棒的

位置,但存在较多伪影,重构尺寸远大于实际介质尺

寸。本文提出的稀疏重构算法对实测数据重构效果

最好,以环状流为例,气相和液相边缘清晰,伪影较

少,能够重现出敏感场内的介质轮廓。作为对比的

Landweber迭代算法虽然可以大致判断出流型,但
存在大量伪影,Tikhonov正则化算法重构效果最

差,分布模糊。从表5可以看出,本文所提算法拥有

最小的相对误差,在3种棒状流介质分布上相关系

数最好。虽然LIA算法在环状流和偏心流图像的

相关系数上优于本文所提算法,但LIA算法重构图

像存在大量伪影,后续图像后处理中会产生较大误

差,而DCT-IST算法边界更加清晰,预计产生更好

的图像分割结果。
表5 重构图像相关系数及相对误差

  Table5Correlationcoefficientandrelativeerrorof
reconstructedimages

介质分布编号 算法 rimg eimg

1

DCT-IST 0.796 0.578

LIA 0.421 0.695

Tikhonov 0.759 0.603

2

DCT-IST 0.632 0.572

LIA 0.457 0.624

Tikhonov 0.584 0.594

3

DCT-IST 0.801 0.493

LIA 0.432 0.632

Tikhonov 0.502 0.532

4

DCT-IST 0.643 0.412

LIA 0.743 0.526

Tikhonov 0.352 0.798

5

DCT-IST 0.724 0.462

LIA 0.802 0.574

Tikhonov 0.424 0.763

为了进一步验证所提算法的有效性,对图10重

构图像进行图像分割,并计算截面含水率相对误差,
图像后处理结果如图11所示。表6计算了不同算

法对应的截面含水率相对误差。对于二值化图像,
截面含水率描述为像素为1的点数与图像总像素点

数的比值,即

α= ∑
M

i=0
Fi  M (22)

式中:Fi 表示二值化图像中第i个像素点的取值,
其中液相取1,气相取0。

如图11所示,对于分布1~3,Landweber迭代

算法和Tikhonov正则化算法对应的后处理图像无

法正确反映真实的介质分布,同时从表6可以看出,
对于不同介质分布,两种算法的含水率相对误差均

大于本文所提的DCT-IST算法。这是由于LIA和

Tikhonov正则化算法的重构图像存在大量伪影,
气液相边缘不清晰,符合图10结果。综上所述,
本文所提算法具有更好的图像分割结果,可以用

于截面含水率的测量,其相对误差优于传统重构

算法。
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图11 静态实验后处理图像结果

Fig.11Resultsofpost-processedimagesinstaticexperiment

表6 不同算法的含水率相对误差

Table 6 Relative errors of water fraction with
differentalgorithms

介质分布编号
含水率相对误差/%

DCT-IST算法 LIA算法 Tikhonov算法

1 4.32 197 26.2

2 5.60 126.8 118

3 5.32 89.9 70.7

4 6.70 72.2 27.1

5 8.72 119 36.4

3 结 论

本文提出了一种基于曲波变换的ECT稀疏重

构方法,利用压缩感知的思想对敏感场内的气液两

相流进行还原,主要研究结论如下。
(1)在稀疏重构部分,将ECT图像投影到曲波

基上,并采用迭代软阈值算法进行信号重构,针对迭

代格式中出现的灵敏度矩阵广义逆形式,对比了4
种算法对应广义逆矩阵相对误差。结果表明,采用

曲波变换可以大幅提高ECT灰度向量的稀疏度,缓
解了ECT逆问题的欠定性。

(2)在静态实验部分,采集了5种经典流型的电

容数据并利用本文所提算法和经典重构算法进行处

理,并对重构结果进行评价。实验结果表明,DCT-
IST算法重构图像边缘清晰,伪影较少,并且相较于

LIA和Tikhonov正则化算法具有更优的图像相关

系数和相对误差。后处理图像可用于截面含水率的

测量,相对误差最小为4.32%,由此证明了本文所

提算法的优越性。
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